6. L’analisi qualitativa della struttura
logica dei modelli econometrici
di Manfred Gilli

1. Introduzione

Le proprieta logiche di un sistema di equazioni possono essere
validamente ed efficacemente analizzate col ricorso a strumenti propri
della teoria dei grafi. La conoscenza di dette proprieta pud assumere
un particolare rilievo sia per il costruttore che per I'utente del model-
lo, in quanto le stesse sono rivelatrici dell’architettura globale del si-
stema. Infatti, mentre da un lato i risultati ottenuti per questa via
possono consentire di meglio formulare giudizi e valutazioni sulle ca-
ratteristiche strutturali e, di riflesso, sulle potenzialita operative del
modello, dall’altro una esplicitazione delle proprieta all'oggetto pué
rivelarsi uno strumento prezioso per individuare eventuali aspetti la-
cunosi o comunque carenti della specificazione.

L’approccio qualitativo all’analisi delle strutture causali dei mo-
delli - peraltro frequentemente integrato da appropriate analisi di
simulazione statica e dinamica — viene cosl ad assumere un ruolo
determinante ai fini di una corretta comprensione delle complesse
interazioni che caratterizzano i modelli macroeconometrici.

2. Linterpretazione del modello come grafo

Si consideri la parte deterministica di un modello in forma strut-

turale, rappresentata dall'insieme di # equazioni:

(1 y=g0,2

m 1l
con y € R”; vettore delle variabili endogene, € Z e § éu‘;?gi(l)ered:l‘l:':
esogene. La struttura logica o causale del modello & beo di ciascuna
same delle variabili che figurano a secondQ mfam R
equazione del modello. Data la generica equazione:

2] yi=g,-(...,y,-,...,z,,,...)

¢ dalla variabile y; alla varia-
n legame causale dalla varia-

9

diremo che & operante un legame causal
ile y; ¢ analogamente che & operante U



bile z alla variabile y;. I relativi nessi causali possono essere sempl;.
cemente rappresentati tramite degli schemi a frecce (cfr. figura 1) che
vengono formalmente indicati col termine di «grafi».

FiG. 1. Sottografo dell'equazione g,.

Mentre uno schema a frecce & propriamente solo una rappresen-
tazione grafica, un grafo & un concetto matematico caratterizzato da
precise definizioni e da specifiche proprieta, il che consente di af-
frontare I'analisi delle strutture causali del modello con un linguaggio
rigoroso e con strumenti metodologici appropriati.

Nel seguito guarderemo alla struttura causale del modello ricor-
rendo al grafo associabile alla stessa e deriveremo alcune delle pro-
prieta strutturali del modello analizzando le proprieta del grafo corri-
spondente.

!..a versione lineare o linearizzata del modello [1] pué essere con-
venientemente scritta come:

B y=Dy+Ft

avendo indicato con D ed F le matrici:

4 D=2 F=2
% o’

In forma ridotta il modello 3 si scrivera come:
[5] y=(I-D)"'Fp.

Come ¢ noto, le matrici di incidenza associate alle matrici D ed F
contengono tutte le informazioni riguardanti la struttura causale del
modgllo. Nel seguito deriveremo le matrici di incidenza associate i-
spettivamente alla matrice inversa ! (] — D)~ ! e alla matrice dei mol-
tiplicatori (I — D)~ ' F,

'La matrice (I = D)_"l ¢ talvolta chiamata matrice dei «moltiplicatori di slitta-
mento» (shift multipliers) in quanto mostra 'effetto indotto sulle variabili endogene 2
una variazione intervenuta in una data variabile endogena.
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Il grafo completo associato al modello (1] & ottenuto dall’un;
di tutti i sottografi corrispondenti alle diverse equazioni (cfr ars
1). Al riguardo, consideriamo linsieme X = 7 'y formato d
le variabili del modello, e introduciamo la matrice composta
ciata all'insieme X e partizionata conformemente ai sottojnsi

&

figura
a tutte
A, asso-
emi Z e

zZY
_Z(00
(6] A=y FD)'

La matrice A sopradefinita costituisce la matrice di adiacenza del
grafo:

m 6=X0U

che rappresenta la struttura causale del modello [3].

L'unione X = Z U Y costituisce 'insieme dei vertici e corrispon-
de al complesso delle variabili endogene ed esogene, mentre U rap-
presenta I'insieme di tutti gli archi x; = x; esistenti nel grafo. Ad
ogni arco corrisponde un elemento non nullo della matrice di adia-
cenza A precedentemente definita.

Alcuni concetti addizionali ed utili per la successiva analisi, posso-
no essere meglio illustrati ricorrendo ad un semplice esempio. Consi-
deriamo allo scopo un modello di sette equazioni, caratterizzato dalla
seguente struttura causale: -

X1 = g1 (%2, X3, X4, X7)
X2 = g (x7, x9_,)
x3 = g3 (g, Xs)

8] x4=gq(x7,%_)
X6 = &6 (xly X3, X4, xs—l)
X7 = g7 (x2, X5, x3-l)
Xg = gg (X5, X7, X9).

Al fine di semplificare la notazione nel seguito st m%lChegzznﬁf::
variabili solo con gli indici numerici c}?e le definiscono. tta::a o
rimento alle sole endogene correnti, il grafo della stru o
del modello e la matrice di adiacenza possono essere rapp

come illustrato dalla figura 2. ente

Ogni arco del gra%o corrisponde ad un legamij:?;a\l;rt%z:si .
nel modello. Una sequenza di archi distint che vaino e e &
un vertice ; costituisce un cammino. Ogni camm R0 O indicare
un legame causale indiretto del modello, in quan
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Fic. 2. Matrice di adiacenza e grafo associati al modello [8].

che una variabile 7 ha effetto su una variabile 5 solo per il tramite di
altre variabili e quindi di un insieme di equazioni ?,

Fatte queste premesse, passiamo a ricercare 1 sottoinsiemi simulta-
nei del modello, che denomineremo blocchi. Nella terminologia della
teoria dei grafi, cid equivale ad individuare le componenti forti, ovve-
ro gli insiemi di dimensione massima costituiti da vertici interdipen-
denti’. Le componenti forti definiscono in modo univoco una suddi-
visione delle equazioni del modello in sottoinsiemi di equazioni si-
multanee. La ricerca delle componenti forti di un grafo pud essere
condotta oggigiorno tramite degli algoritmi efficienti [si veda Tarjan
1972]. In particolare si pud seguire la procedura qui di seguito indi-
cata.

i) Si cerca l'insieme R(x,) delle variabili connesse direttamente o
indirettamente ad una data variabile prefissata x, attraverso archi in
uscita da xo. R(xg) & denominato insieme dei vertici discendenti ri-
spetto al vertice xq.

i7) Si ricerca I'insieme Q(xo) delle variabili presenti lungo tutti i
cammini diretti verso una variabile prefissata xo. Q(xo) & denominato
insieme dei vertici ascendenti rispetto al vertice xo.

i) Si determina I'intersezione R(xo) N Q(xo) e si definisce cosl
fagendo l’i.nsicme dei vertici che costituiscono la componente forte 2
cui appartiene xo.

1v) Si eliminano i vertici della componente forte cosl trovata dal

grafo _G = (X, U) e si ripete la procedura con riferimento al sottogra-
fo residuo. ’

A titolo di esempio, con riferimento alla fig. 2, ricerchiamo la
componente forte a cui appartiene il vertice 2. L’insieme R(2) pud

_2 La presenza di legami causali, diretti o indiretti, nel modello equivale all’esisten-
za di moltiplicatori non nulli.

) . . . . LY . . . g
' Pctgl insiemi sono cloe caratterizzati dalla proprieta che ad ogni coppia ordinata
di vertici (s, /) & associato un duplice cammino da 1 a jedajai
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essere agevolmente determinato costruendo yup albero avente pe
dice il vertice all'oggetto. Al primo livello dell’albero s trovanopt rrtriaj
vertici adiacenti al vertice 2. Al secondo livello, i vertici adiaccﬁti ;
quelli corrispondenti al primo livello e cosj via, Si giunge cosi face
do ad individuare il complesso dei vertici discenderti rispetto al verrl:
tice in esame. L'insieme Q(2) pud essere determinato con una proce-
dura sostanzialmente analoga procedendo in senso inverso,

/2\ rfdice f radice
1' /7\ livello 1 Q@) : Z livello 1

R@) : 6 4" liello 2 5 livello 2
3 livello 3

Fic. 3. Alberi completi corrispondenti agli insiemi R(2) e Q2).

Si constata agevolmente come R(2) N Q(2) = {2, 7}: detto insie-
me rappresenta una componente forte del grafo *,

Una volta identificate le parti interdipendenti del modello, propo-
niamoci di individuare le relazioni causali che intercorrono tra le stes
se. A tal fine introdurremo un nuovo grafo i cui vertici sono costituiti
dalle componenti forti del grafo originario ed i cui archi riflettono
l'esistenza di un arco nel grafo originario tra almeno una coppia di
vertici costituenti le componenti forti interessate. Questo nuovo grafo
& denominato grafo ridotto e consente di analizzare le relazioni causa-
li tra blocchi, ovvero tra i sottoinsiemi di equazioni simultanee del
modello. _ _ )

Ritornando all’esempio precedentemente considerato, il relativo

grafo ridotto & indicato in figura 4.

A—)

(5)

OO ©.
FiG. 4. Grafo ridotto del modello [8].

otto non contiene circuiti, ovvero €

. . ‘d o e
Per costruzione, il grafo ri che risulta sempre possibile

privo di interdipendenze: ne consegue

. Si osser-
* Le altre componenti forti risultano essere {1, 3, 6};c{:r)x; {c?ﬁégr}l ;rf?c} o rlte.
vi altresl come anche un singolo vertice possa rappresenta
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dotare i vertici del grafo ridotto dl un orfiinamento ge'rarchico tale
per cui gli archi risultano orientati esclusivamente dall’alto verso il
bass:lél grafo riordinato a livello zero si cqllocar}q i vertici Che.hanno
un grado di entrata nullo (nel nostro caso i vertici 5 e 9). Eliminando
wali vertici dal grafo originale, si da luogo a nuovi vertici senza archi
in entrata, detti di livello uno’. Ripetendo il procedimento fino all’e.
saurimento dei vertici si giunge al grafo (ridotto) ordinato, come

esemplificato in figura 5.

livello 0 9 5 sl. .
2,0 1. -
livello 1 l ( Z B
8|1 11 . .
livello 2 8 /4 (3e)f 1. .
" 952481
livello 3 7 3
6

Fic. 5. Grafo ridotto ordinato ¢ matrice di adiacenza.

Al livello zero del grafo ridotto ordinato si collocano le variabili
esogene del modello: i vertici corrispondenti a dette variabili non
presentano ovviamente alcun arco in entrata. Da ispezione del grafo,
si constata agevolmente come i blocchi di variabili appartenenti ai
livelli di ordine superiore, risultino essere influenzati dai blocchi col-
locati ai livelli di ordine inferiore. A seguito del riordinamento delle
variabili corrispondenti alle righe e alle colonne della matrice di inci-
denza D in conformita con la sequenza con cui le stesse figurano nei
successivi livelli del grafo ridotto ordinato, si perviene alla rappresen-
tazione della matrice D in forma triangolare a blocchi come illustrato
nella figura 6 sottostante.

.. 1.
Al . 4
A LE
2748136

lw)
[
e )

FiG. 6. Forma triangolare a blocchi della matrice di incidenza D.

Fiih un::)(.ustro esempio il vertice associato alla componente forte {2, 7} corrisponde
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Introduciamo ora la nozione di matrice di raggiungibilita C (cfr.
figura 7) del grafo rldot.to. II generico elemento ¢y, della matrice &
non nullo se e solo se esiste un cammino che congiunge il vertice £ al
vertiche A nel grafo ridotto associato: in particolare I'elemento Chi &
posto uguale a uno se i vertici 5 e £ sono uniti da un arco ed & posto
uguale ad «i» ogniqualvolta fra i vertici suddetti esiste un cammino
di lunghezza superiore a uno. Gli elementi contrassegnati con «i»
sono pertanto indicativi dell’esistenza nel modello di legami causali
indiretti fra coppie di blocchi. Gli elementi nella matrice indicati con
un puntino sono nulli. Gli elementi superdiagonali di C e quelli col-
Jocati nelle righe iniziali — corrispondenti alle variabili esogene — pos-
sono venire ignorati in quanto nulli per costruzione.

I blocco rettangolare residuo corrisponde alla matrice di inciden-
za della matrice dei moltiplicatori ed il blocco triangolare annesso
corrisponde alla matrice di incidenza associata alla matrice dei cosi-
detti moltiplicatori di slittamento (che rispecchiano i legami causali
operanti fra le endogene del modello).

(27)
C= :

8
(1,36)

O |r—=r— o o
NA | e
NN | -
Hl— o
ool e
O N\

FiG. 7. Matrice di raggiungibilita C.

La matrice di raggiungibilita & importante in quanto consente di

. 6
mettere in evidenza le strutture logiche del modello®.

i ¢ i i i di ope-
In molte circostanze pud essere rilevante P’essere in grado di op

rare con sottomodelli. I problema che sorge in questi casi & come sia

possibile individuare i sottomodelli in modo tale da ;lalervemrelalle
stesse conclusioni a cui condurrebbe I'esame del mo’dfin?' comp Ctgl;
L’idea sottostante & alquanto semplice € si basa sull'e allrx}aZlonCun X
tutte le variabili che non risultano leg?te da nessi causble ;:ndella
variabile prefissata. Questo problema & noto come prol
separabilita del modello. o
Grazie alla matrice di raggiungibilit _
una risposta a quesiti di rilevante interesse, quat:

3 & in effetti possibile dare

$ Ai fini dell'utilizzo finale del modello, si noti altres) come la possibilita o meno

. ’
: i verificata in base all'esi-
di simulare una particolare politica pud esscre direttamente

stenza dell’appropriato moltiplicatore nella matrice C.
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 Per un dato blocco i, trovare Vinsieme minimale di blocchi che
contengono i e la cui soluzione puo essere .ct.)ndot.t{l prescindendo da]
resto del modello: linsieme all'oggetto st identifica col gruppo di
blocchi che presentano elementi non nul_l{ nella riga 7-esima dglla ma-
trice C. Nel grafo ridotto esso st }dennﬁca col complesso di vertici
ascendenti rispetto al vertice 7, corrispondente al blocco omonimo”,

#1) Individuare l'insieme delle variabili che r'xsultano alterate a se-
guito di una variazione apportata ad una v?nabxle dgl blocco i-esimo:
detto insieme & rappresentato dai vertici dlsgendenn. verso il vertice
nel grafo ridotto e corrisponde all’insieme di blocchi caratterizzati da
elementi non nulli nella colonna #-esima della stessa matrice C 8

iif) Individuare Dinsieme da esaminare per valutare 'effetto di
una perturbazione del blocco 7 su uno specifico blocco 7: detto insie-
me corrisponde all'insieme dei vertici collocati lungo i cammini orien-
tati che vanno dal blocco 7 al blocco 7 e si identifica quindi con l'in-
tersezione dell'insieme dei vertici discendenti del vertice 7-esimo, con
P'insieme dei vertici ascendenti del vertice j-esimo °.

3. Elementi essenziali di una struttura causale
3.1. Strutture ricorsive

In molti casi pud essere rilevante precisare quali relazioni causali
svolgono un ruolo essenziale nel modello. Prendendo I'avvio dal gra-
fo ridotto associato al modello, I'obiettivo suddetto pud essere conse-
guito individuando il cosiddetto grafo minimale, ovvero il pit piccolo
fra tutti i sottografi caratterizzati dalla stessa matrice di raggiungibilita
del grafo di partenza. Tale grafo minimale risulta essere unico.

La dgtermmazione del grafo minimale pud avvenire tramite la
soppressione dal g(afo ridotto degli archi fra coppie di vertici che
venﬁcgno un cammino di lunghezza superiore ad uno. 1l grafo ridot-
:})} d?ll esempio € rappresentato nella figura 8, distinguendo fra archi
= :hl czrlza;gsi) ri:afo minimale - indicati con un tratto continuo — €
I e QSSCr_ebirh{rr}os§1 - rappr§§entati da linee tratteggiate.
cando con b ?&Elléﬂ%l ta viene modificata di conseguenza, 1nd-
o »di simbolo utilizzato per i legami corrispondenti ai €O

etti archi di base) gli elementi che rappresentano gli archi

7 Nel grafo precedentement i
. -der e consid fo P i vertici ascen-
dman“) & dato dallinsieme {1, 3, A 4:':2!,?’51[19}&.‘&““0’ I'insieme dei vertici as

Ad io Iinsi : oo 3
i LCZ;fnplo linsieme dei vertici discendenti rispetto a Q(9) & dato dall'insieme

Ly .
A titolo di io I L1 2o dal-
I'esame dcll'insiem:‘ 1?(119})”?\15?13“: ‘2‘131,]33," gﬂ;t)’ll R Pl 1t el “

106



livello 0 9 J
)
livello 1 ! (27) |+ &
\ C=  slrds
livello 2 8 ',"/4 (136) |6 iflds o
livello 3 ' ?) ;485

FiG. 8. Grafo minimale (linee continue).

grafo minimale e con «d» (simbolo utilizzato per i legami corrispon-
denti ai cosiddetti archi diretti) gli elementi che rappresentano i rima-
nenti archi.

La matrice cosl ottenuta mette in evidenza le relazioni causali
operanti fra i blocchi. L’eliminazione di un legame di tipo causale del
modello equivale alla soppressione di archi del grafo minimale, cioé
degli archi contrassegnati con la lettera «b» (cfr. fig. 8). A seguito
della rimozione di un legame designato con la lettera «d», i blocchi
coinvolti rimarranno comunque connessi tra loro. Simmetricamente,
I'inserimento di un ulteriore legame causale equivale all'inserimento
di un arco, il che comporta la sostituzione di un elemento preceden-
temente fissato a zero nella matrice C con un elemento non nullo.

Infine, Pinserimento di un legame tra blocchi gia uniti da una
relazione di tipo indiretto, indicato con il simbolo «i» nella matrice
C, avra solo l'effetto di rafforzare un legame gia esistente tra gli
stessi.

3.2. Strutture interdipendenti

Ogni blocco, o struttura interdipendente, & caratterizzato fiallda;
esistenza di legami causali (indiretti o diretti) tra c1ascur_laulC°PP‘a. :
variabili appartenenti al blocco. Le variabili del blocco rist tg."%i;l‘z_
collegate tramite catene causali chiuse, denominate circuitl c;] o
stra che il numero di circuiti elementari, clo¢ de_l c1rcumf ilfn ::te
attraversano pit di una volta una stessa variabile, risultano fac

ell'ordine di centinaia di migliaia anche per mo-d elh~ d mod;i;ii‘c}é
~mensioni. Cid si traduce inevitabilmente 1n dlfﬁcol(a interp ismi di
Al fine di consentire una comprensione glqbi{]e ?j?l]am :iccccarta degli
interdipendenza, una strategia valida & cost_ltulctia' i causal
elementi che sono responsabili della circolarita del ‘€8

SRt & .  elementi si perviene ad
: azione di questi €le i-
blocco. A seguito della elimin 5 essere condotta con le tecni

una struttura ricorsiva, la cui em_alisl pe idotti. Gli insiemi degli
che messe a punto per lo studio dei grafi ri cﬁtaii'
elementi a cui guardare possono essere rappres :
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2) o dall'insieme dei vertici associati alle variabili che, singolay.
mente o a gruppi, interessano tutti i circuiti del blocco;

b) o dall'insieme degli archi corrispondeng a legami causali che,
singolarmente o a gruppi, compaiono in ogni circuito.

E evidente che risultano essere di primario interesse gli insiem;
minimali di elementi che sono in grado, qualora vengano rimossi, d
interrompere tutti i circuiti.

L'insieme di cui al punto a) sopra & detto insieme dei vertici re-
troattivi e l'insieme di cui al punto b) insieme degli archi retroattivi,
Riferendoci per comodita espositiva al blocco costituito dalle variabili
{1, 3, 6}, vediamo come si possono determinare gli insiemi sopracita-
ti *°. La figura 9 mostra il grafo del blocco ed evidenzia- tutti i circuiti
elementari. I circuiti elementari all’oggetto possono essere rappresen-
tati tramite due grafi cosiddetti bipartiti "', In ciascuno dei due grafi
suddetti I'insieme dei vertici viene suddiviso in due sottoinsiemi. I
vertici appartenenti al primo sottoinsieme rappresentano, in entrambi
i grafi bipartiti, i circuiti del blocco; i vertici appartenenti al secondo
sottoinsieme rappresentano invece, rispettivamente, in un grafo le va-
riabili e nell’altro gli archi del blocco. In ambo i grafi, si procede
quindi a congiungere con uno spigolo le variabili e gli archi con i
rispettivi circuiti di appartenenza. Si procede quindi ad individuare in
entrambi i grafi bipartiti gli elementi, variabili o archi, che appaiono
in tutti i circuiti.

Per il grafo bipartito 1 si constata agevolmente che sia la variabile
3 che la variabile 6 compaiono in tutti i circuiti: pertanto ciascuna di

| o—33
a: 1565350
N
6 Q: 33— 6—3
o Archi
Circuiti :"”"’"‘ Circuiti a
a 3} b
G 2 G ¢
d
Grafo bipartito 1 Grafo bipartito 2

FiG. 9. Blocco (1,3,6), insieme dei circuiti elementari e grafi bipartiti.

' Un algoritmo efficiente & descritto in Cill
1 Lo caelentc ¢ ritto in Gilli e Rossier [1981].
Un grafo si dice bipartito se Iinsieme dej vertici pud essere suddiviso in du¢

sottoinsiemi tali che tutti gli spigoli abb; ! sere sud raltro
- = 1) abbiano un ve eme e ['alt
vertice nel secondo insieme. rtice nel primo insi
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?slscjcog;mlsce un insieme di vertici retroattivi essenziali per il blocco
) ) ) *
Nel grafo bipartito 2 I'arco 6 5 3 & comune a tutti i circuiti e i
identifica pertanto con I'insieme degli archi essenziali retroattivi 2

Al fine di spezzare le catené causali chiuse del blocco, ci si pud
riferire ad esempio, al vertice essenziale retroattivo associato alla va-
riabile 6. Scindendo infatti detto vertice nel blocco in due parti, di
cui 'una contiene solo gli archi in uscita dal vertice e Ialtra solo gli
archi in entrata, si eliminano i circuiti dal blocco. Analogamente, ri-
muovendo l'arco 6 -5 3, che identifica P'insieme degli archi retroattivi
essenziali, risultano automaticamente eliminati tutti i circuiti del bloc-
co. In figura 10 sono rappresentati i grafi ricorsivi a cui si perviene
(conformandoci alle precedenti convenzioni notazionali, gli archi a
tratto continuo corrispondono al grafo minimale, i rimanenti archi
sono indicati con un tratto discontinuo). Per completezza & stato al-
tresl introdotto I'arco di retroazione, rappresentato dalla linea pun-
teggiata.

FiG. 10. Rappresentazioni ricorsive associate al blocco {1,3,6}.

La configurazione delle matrici di incidenza dei grafi ricorsivi
summenzionati aventi gli elementi disposti lungo le righe ¢ le colonne
secondo Pordine dei vertici, dall'alto verso il basso, € illustrata in
figura 11. La sottomatrice V & formata dai vertici essenziali retroattivi
e la matrice triangolare A dagli archi essenziali retroattivi.

FiG. 11. Struttura delle matrici di incidenza 8 seguito del riordinamento.

. o
. ioni di locco interdipendente co
Cordinmen dell camtes ; dimostra particolarmente

formemente alla configurazione indicata I

. insieme minimale di archi

2 Linsieme degli archi {a, d}, per €sempIo: forma un Insi
retroattivi la cui cardinalita, tuttavia, non & minima.
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conveniente in fase di risoluzione numerica del modello. Qualora s;
ricorra a metodi di tipo Gauss-Seidel, si osserva che il loro funziona-
mento & spesso ottimo, se si risolvono le equazioni in conformita con
Pordine gerarchico che risulta dal grafo ottenuto a seguito della rimo-
zione degli archi retroattivi [si veda Pauletto, 1990].

4, Estensioni dell'analisi
4.1. Modelii senza normalizzazione esplicita

I modelli sinora considerati erano dotati di una regola di norma-
lizzazione esplicita. Questo faceva si che le equazioni del modello
ammettessero una rappresentazione della forma:

9] Xr= s Xy 1 i=12..,n

cioé tale che ad ogni equazione potesse venire univocamente associa-
ta una variabile dipendente, specificata al primo membro. In questo
caso, il grafo della struttura causale del modello ¢, come abbiamo
visto, ottenibile in modo diretto e immediato. .

Per converso, qualora non esista un particolare ordine di norma-
lizzazione (ovvero di specificazione a priori delle variabili che debbo-
no figurare al primo membro delle equazioni), ci si deve innanzitutto
chiedere se una rappresentazione del tipo sopra considerato sia am-
missibile. La questione & rilevante per le implicazioni relative alle
proprieta del modello.

Affronteremo quindi, qui di seguito, il problema di come associa-
re un grafo ad un sistema di equazioni non normalizzato del tipo:

(100 Ay, =0 i=12,..,n

' Ta}e sistema pud essere interpretato come un grafo non orientato
bipartito, formalmente esprimibile core:

[11] GO = (H) X’ E)

in cui H rappresenta l'insieme delle relazioni del modello, X =ZUY
I'insieme delle variabili ed E = {[5, x] | x; compare nell’equazione
h;} Iinsieme degli spigoli.

La matrice di adiacenza di G, & data da:

0 DF
[12] AG‘, = D’ 0
FD
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dove F rappresenta la matrice di incidenza associata alla matrice jaco-

. a . ] .
biana =5 ¢ D la matrice di incidenza associata alla matrice jacobiana

ab
=,

A questo livello siamo gia in grado di analizzare una proprieti
rilevante del modello. Assumendo, come si fa abitualmente che il
modello sia _completo almeno localmente, cioé che il modello ,posseg-
ga una soluzione unica per y in un intorno di z, si desume facilmente
col ricorso ai risultati classici del teorema delle funzioni implicite:

che il determinante della matrice jacobiana b deve essere non nullo
”I

in un intorno di z.
Passiamo quindi a considerare il determinante della matrice D
sopra definita. Detto determinante pud essere espresso nella forma

(3] D=2 s0)11d,,
avendo indicato con d,, I'elemento generico della matrice D, con
P(n) l'insieme delle »! permutazioni dei primi » interi, con p; la i
esima componente della permutazione p e con s una funzione che
assume valore 1 se la permutazione & pari e —1 se & dispari. Si desu-
me agevolmente che una condizione necessaria affinché |D| # 0 ¢
data dalla esistenza di almeno una permutazione p in corrispondenza
alla quale il prodotto che appare nella [13] risulti diverso da zero.
Posto che |D| # 0, sara possibile stabilire il seguente insieme di

relazioni di corrispondenza:
(141 W = {[h,, y,] | b: contiene y,} i=12..,n

La [14] definisce un sistema completo di abbinamenti (o ma-
tching) tra ]l’insieme delle relazioni H e 'insieme delle vanabl1ih er'ldol-i
gene Y. Si pud conseguentemente procedere ad DHECTIAS & desup,;g:c)o
nel grafo bipartito G da H a X, nel senso ghe leSIStgnf)?l  L'o-
h; >y, sta a significare che la relazione b; spicga la va{{; v: {Ja A
rientamento degli spigoli dellinsieme differenza, E- bile x: svolge
H, associando all’arco x; — b, il significato che la varfli;alcsijottieﬁe
un ruolo esplicativo nella relazione b;. Come risultato finale

un grafo esprimibile come:

(5] G,=HXT

dove T rappresenta I'insieme di archi definito dalla relazione:
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[(16) T ={(hix) | [hi, i) € W} U {(x; b)) | (b, x] € E - w).

Nel grafo G, i vertici b;, % che formano gli archi appartenenti
allinsieme W, possono essere compattati in modo da pervenire 4|
grafo G = (X, U) precedentemente introdotto (cfr. formula [7] so.
pra). 5 L
Qualora risulti impossibile individuare una relazione di corrispon-
denza fra equazioni e variabili ai sensi della [14], la matrice jacobiana

ah

==, & detta qualitativamente singolare: detta matrice risulta infatti, in

tal caso, degenere a prescindere dai valori numerici che vengono at-
tribuiti ai suoi elementi non nulli. Va notato che per un sistema del
tipo [10] non esiste un’unica possibilita di definire un insieme di
abbinamenti equazioni-variabili ai sensi della [14], salvo che nel caso
di struttura ricorsiva.

Ad ogni insieme di abbinamenti corrisponde ovviamente un di-
verso schema causale all'interno delle componenti forti; peraltro, I'in-
sieme delle componenti forti, nonché il grafo ridotto, risultano inva-
rianti rispetto alle possibili scelte dell’insieme di abbinamenti.

4.2. | modelli dinamici

La presenza di variabili endogene ritardate tra le esplicative si
traduce in legami causali tra variabili diversamente datate. Al fine di
analizzare i legami causali esistenti tra variabili ritardate e variabili
correnti, si pud procedere in modo analogo a quello visto in prece-
denza con riferimento al caso statico. Formalmente si tratta di speci-
ficare un appropriato modello statico allargato, corrispondente al mo-

o di partenza. Consideriamo a scopo illustrativo, il caso di un
modello dinamico con variabili ritardate di un solo periodo i.e.:

(17 .= glys Ye-15 20).
Scriviamo il sistema per tre periodi successivi:

Y140 = &40 (Vr+o; Vi1, Ze+o)
Y41 = G141 (}’1-4-1; Ye+0, Ze41)
Y42 = G422 (}’H-z; Vet1s Zisa).

. ) b M
Introducendo il vettore composto y* = [y’0 y'rs+1 Yre2) € 1

VEttore composto z2* = (2’4 2',,.1 7',4,)" le tre equazioni si possonO
rappresentare formalmente come un modello statico del tipo:

(18]  y* = g* (3%; 2.
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Le relazioni temporali vengono, cost facendo, ricondotte 2 relazio-
ni causali operanti tra variabili del sottoinsieme y,..,, variabili de] sot
toinsieme .+ € variabili del sottoinsieme Ve+2. ' ot-

Alla luce di queste premesse, si pud procedere agevolmente all’a-
nalisi lungo la strada precedentemente tracciata: si associa un grafo
G* al modello, se ne ricercano le componenti forti e si costruisce la
matrice C* dei legami causali. La struttura della matrice C* risulters

del tipo:

t+0 [ C
9] Ct=t+1|C C
+2 |G C C

avendo indicato con C la matrice che specifica le relazioni causali tra
blocchi riferiti ad uno stesso periodo, con C, la matrice che traduce i
legami causali tra i blocchi di due periodi successivi e con C, la ma-
trice che traduce i legami causali tra i blocchi del periodo ¢ + 0 e

quelli del periodo ¢ + 2.
In figura 12 & mostrato il grafo ridotto che risulta dal grafo G*

relativo all’esempio precedentemente considerato.

42
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FiG. 12. Grafo ridotto associato al grafo G*.

Le matrici C; e C, che corrispondono'al grafofndot:{o fieflel: hﬁﬁ:::
12 sono riprodotte in figura 13. Si osservi come, pcﬁn onsccutivi .
ad un orizzonte temporale che interessa tre perio ;hcno it
modello dinamico all’oggetto assume un carattere totalme

Poidd
7 (d¢ i i b (2.74) ::::
' 1 BB = T
C|= g ‘li: l":°i C2 (l,}:) PP
(1,3,6) i ifli @b g ! ___——-—-248;
95 2481 :
7 3

. 3 - ertemporali.
Ftc. 13. Matrici G, ¢ G delle selaziont causali intertempo o



pendente: cid in quanto la matrice C, risulta avere tutti gli elemenj
uguali ad «i», il che sta ad indicare che esiste un legame causale
(indiretto) tra ogni blocco relativo al periodo ¢ + 0 ed ogni blocco
relativo al periodo ¢ + 2.
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