7. L’analisi _dei modelli econometrici
nelPambito della teoria dej sistemi
di Mario Faliva

1. Considerazioni introduttive

Come ¢ noto, in un modello econometrico ogni singola equazione
rappresenta una specifica relazione, desunta dalla teoria economica,
che esprime un legame fra una variabile endogena (al primo mem-
bro) ed un insieme di variabili (al secondo membro) che sono consi-
derate esplicative della prima.

Le relazioni espresse dal modello possono rappresentare propria-
mente dei legami unidirezionali, interpretabili in termini di causa-ef-
fetto. Spesso peraltro la natura delle connessioni fra variabili puo
condurre a configurare 'esistenza di legami bidirezionali, caratterizza-
ti cioé dalla presenza di fenomeni di «feedback», il che non si accor-
da con una interpretazione in termini causali.

1l fenomeno della interazione fra le variabili, che si _conﬁgura con
retroazioni operanti fra le endogene contemporanee, viene comune-
mente indicato in econometria col termine di interdipendcm A

Ai fini dello studio dei modelli multiequazionali, sotto il profilo
della natura ricorsiva o interdipendente delle relazioni <.:he li compon-
gono, si dimostra di particolare interesse un approccio basato sulla

teoria dei sistemi. ‘ o .
1l significato che assume il collegamento fra i concettl di causahtj
e interdipendenza e la rappresentazione d.el'r'n?de'llo c<lJime sx:ile,xza al?si
anello aperto o chiuso, & relativo alla possibilita di applicare all'ar .
dei modelli econometrici strumenti € tecniche messi a punto 1n Ing

gneria per lo studio degli schemi con «feedbaclk”' interessanti paralle-
Da un tale approccio emergono in particoiare 1n

lismi fra struttura del modello € caratteristiche topologiche della co-
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siddetta matrice di reazione, ovvero della matrice dei parametri stry;.
turali associati alle endogene correnti al secondo membro del sistemg
di equazioni; nonché la possibilita di operare una distinzione, nell,
rappresentazione del modello come sistema ad anello chiuso, fra mec.”
canismi di natura ricorsiva e meccanismi di interdipendenza. In que.

sto specifico contesto appaiono altrest evidenti le potenzialita di un’a.

nalisi integrata, condotta con tecniche proprie della teoria dei sistemi

in simbiosi con strumenti appropriati di algebra lineare e concetti

mutuati dalla teoria dei grafi. ‘

2. Linterpretazione del modello come sistema ad anello chiuso

Come ¢ noto un modello econometrico — che supporremo lineare
per comodita espositiva — pud essere rappresentato in forma struttu-
rale come una equazione vettoriale del tipo:

[1] y=Ty+Az+¢

dove I' ed A rappresentano due matrici sparse * di coefficienti mentre
¥, z ed € stanno rispettivamente ad indicare i vettori delle endogene,
delle predeterminate (che identificheremo per semplicita con le eso-
gene) e degli errori strutturali >,

Trascurando, per comodita, la componente aleatoria e riscrivendo
I’equazione strutturale [1] nella forma:

@ y=ual]+nall],

¢ possibile dare della stessa una interpretazione come «forma prima-
ria» di un sistema ad anello chiuso con annessa rappresentazione gra-
fica sotto forma di schema a blocchi del tipo:

2 3 . . 3 & . . - i
Si noti come, in particolare, la matrice I" abbia diagonale nulla, in quanto si
esclude che una endogena retroagisca su se stessa,

) 3 §upponend9 I-r non singolare (cosiddetta «condizione di completezza»), €
immediato pervenire alla soluzione del modello (coincidente nella fattispecie con I8
forma ridotta):

y=ll = el =yt
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Fic. 1.
in cui:

[

rappresenta il «segnale» di ingresso;
w=y
rappresenta il «segnale» di uscita;
G =[] A]
rappresenta il «circuito» diretto o di trasformazione;

-4

e 4 . . . . 4
fappresenta il «circuito» di ritorno o retroazione * . Snel
Al sensi dellinterpretazione del modeHo_ come sistema a a:h ;
chiuso, come illustrato in fig. 1, la matrice di coefficienti struttur.

SO s
Viene ad assumere il significato di «fattore di reazione» del sistema’,
ie.:

! La relazione esplicita che lega linput (¢) all'output () del sistema ad anello
chl'll-so:
w=(]_.GH)—l,GvQy___.U_n-l.Az
si identifica con la forma ridotta del modello (cfr. nota 3, con riferimento alla compo- _
hente deterministica della soluzione).
‘Operatore:
I-GH)™' Ge(-D"4 N
G i i d anello chiusos.
fappresenta, per il sistema, la cosiddetta «funzione di trasferimento a
” Siveda al riguardo altresi Faliva [1987b]. .



Bl GH=@A[j]=T

3. La caratterizzazione del modello in termini della matrice
di reazione

La caratterizzazione del modello, sotto il profilo della natura cay.
sale o interdipendente dei legami fra le endogene, puo essere condot-
ta in base ad un appropriato esame delle proprieta strutturali della
matrice di reazione TI.

Cid che risulta essere in effetti determinante, ai fini dell’analisi
che ci interessa, & Desistenza di elementi di valore numerico nullo
nella matrice di cui sopra nonché la loro posizione relativa all'interno
della matrice all’oggetto ¢, Ne consegue che I'analisi stessa — in termi-
ni qualitativi — pud essere condotta con riferimento alla matrice bina-
ria I? 7 associata a I'®’ che pud assumersi nota a-priori °,

La corrispondenza fra caratteristiche strutturali della matrice di
reazione e natura causale o interdipendente delle relazioni del model-
lo pud essere — in un contesto deterministico — propriamente ricon-
dotta alle seguenti proposizioni:

a) se I'* — e di riflesso I' — & una matrice nulla il sistema ¢ ad
anello aperto: ¢ il caso di un modello con equazioni non intercon-
nesse;

¢ Le proprieta di una matrice che dipendono esclusivamente dalla disposizione ¢
dal numero dei suoi clementi nulli sono talora denominate «proprieta topologiche»
[cfr. Marimont 1969). Proprieta topologiche di una matrice, nel senso sopra indicato,
sono in particolare la diagonalita, la triangolarita, la riducibilita e la irriducibilita. ,
Per matrice binaria associata ad una matrice data si intende una matrice i cui
elementi sono nulli in corrispondenza agli elementi nulli della matrice di riferimento €
sono uguali ad uno in corrispondenza agli elementi non nulli della matrice stessa. For-
malmente l'operatore che binarizza, nel senso sopra indicato, la matrice argomento
vienes indicato con “4”. ’
Le proprieta topologiche (cfr. nota 6) si preservano passando da una matrice
alla rga{:ce bm_ana ﬁsm? t;;viiccversa [cfr. Marimont 1969). d
matrice I si identifica con ice di inci ciato
modcyo [ M. Gill 1084, la matrice di incidenza del grafo asso
% La conoscenza a-priori della matrice I* & implicita nei vincoli di esclusione del
modello, nel senso che detta matrice riflette il complesso di informazioni - giustificabi
li sul piano teorico o derivanti dal processo di specificazione — relative al caratiere
esplicativo 0 meno (con corrispondente attribuzione di un valore numerico unitario
piuttosto che nullo all'opportuno coefficiente della matrice) che le varie endogene cOr
renti vengono ad assumere nell'ambito delle diverse equazioni del sistema.
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b) se I* - e di riflesso '~ & nilpotente ™ | modello & del tipo a
catena causale: & 11 caso di un sistema ricorsivo 2. P
o seI? — e di riflesso I' - & cogrediente ® di una matrice quasi-
triangolare il modello & decomponibile in sottomodell; connessi in
cascata: € il caso di un sistema ricorsivo a blocchi;
] d) se I'* — e di riflesso I - & irriducibile il modello & interdipen-
ente.

4. Le equazioni con «autofeedback» associate al modello

Riprendiamo in esame il sistema di equazioni strutturali del par. 2
nella versione deterministica, i.e.:

[ y=Ty+Az
e consideriamo i modelli uniequazionali:
Ol phy=psTy+ps Az

ottenuti dalla [4] a seguito della premoltiplicazione di ambo i mem-
bri per gli autovettori destri della matrice I, i.e. per i vettori pj defi-
niti dalle relazioni:

s T'= Ay pj

in cui gli scalari 4, rappresentano gli autovalori di I"
Grazie alle posizioni:

Py =
PhA = dj

" La nilpotenza congiunta alla nullita degli elementi dcﬂnF;dliizgoin;ls?:rac;?aI]Ie'

(cfr. nota 2) comporta la riducibilita alla forma triangqlare [cfr. I y

Par. 9] e rientra pertanto fra le proprieta topologiche di una matrice (cfr. not; ). i
La proposizione equivale, per quanto osservato nglla nota_precedente, alla

wsuale caratterizzazione dei modelli ricorsivi basata sulla triangolaritd - o conéunquc

sula riducibilica alla forma triangolare — della matrice dei coefficienti delle cngogene

contenti al secondo membro del modello [cfr. anche Faliva 19872, Cap. IV, par. 9].

Due matrici A e B si dicono cogredienti se:
A=PBPp

Eer P matrice di permutazione opportunamente scelta [cfr. Berman e Plemmons 1979,
ap. 2],
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i modelli uniequazionali [5] possono essere pili semplicemente scriy;
come:

6]  Jp=Aedp+dpz

ad essere conseguentemente interpretati come equazioni con «auto-
feedback» della vangbde endogena tras.formata Jh Su se stessa, con
annessa rappresentazione sotto forma di schema a blocchi ad anello

chiuso come illustrato nella figura sottostante.
[ ° ] [14]
A
o

\

¥

Y
A 4

FiG. 2.

E significativo il fatto che le caratteristiche strutturali dell’equa-
zione [6] — per il tramite degli autovalori (ed autovettori) della matri-
ce I' - rispecchiano il carattere ricorsivo o interdipendente del mo-
dello [4].

Piu specificatamente si pud osservare che:

1) qualora la [6] risulti identicamente vera solo per valori null
dello scalare A, " nel sistema non sono operanti meccanismi di auto-
feedback fra combinazioni lineari di endogene correnti ed il modello
(4] ha carattere ricorsivo;

1) ogniqualvolta la [6] risulti identicamente vera in corrisponden-
za ad uno o pid valori non nulli dello scalare A, esistono relazioni
con autofeedback che interessano combinazioni lineari di endogene
correnti: nel modello (4] operano in tal caso meccanismi di interdi-
pendenza parziale (nel caso della decomponibilita) o globale (el caso
della indecomponibilita) ¥

~ Mla matrice di reazione I" - e di riflesso I* (cfr. note 8 e 11) - & in tal a0
:;ll?s:tl:nte. Ai sensi della Proposizione 4) del par. 3 il modello & del tipo a catend
¥ Le due diverse situazioni sono rispecchiate dalle caratteristiche strutturali degl
autovettori della matrice di reazione: se gli autovettori della matrice alloggetto non
contengono alcuna componente nulla il modello & globalmente interdipendente (cir.
Berman e Plemmons 1979, Cap. 2), se Per converso uno o pi autovettori posseggon’
elementi nulli le catene causali chiuse del modello risultano circoscritte @ sotoinsiemi

sglicl:lggggie)?c, ¢ linterdipendenza ha carattere locale (configurazione del tipo ricos"
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5, Scomposizione della matrice di reazione nelle componenti
ricorsiva e interdipendente

Una ulteriore interessante applicazione della teoria dei sistemi —
in simbiosi con concetti mutuati dalla teoria dei grafi — & quella che
conduce alla decomposizione della matrice di reazione in due terminj
associati rispettivamente ai legami di natura ricorsiva e aj legami di
natura interdipendente operanti nel sistema.

Riferiamoci ancora al modello del par. 2 nella versione determini-
stica:

(M y=Ty+Az

e alla annessa rappresentazione, come sisterna ad anello chiuso, di cui
alla fig. 1 dello stesso paragrafo.

Le caratteristiche di causalita e di interdipendenza del modello
possono essere opportunamente messe in luce ricorrendo ad una
scomposizione «ad hoc» della matrice I' in un termine I, costituito
dal sottoinsieme di parametri strutturali che corrispondono a legami
di natura causale del modello ', e nel suo complemento ortogonale —
rispetto al prodotto di Hadamard 7" - C, costituito dal sottoinsieme
di parametri strutturali interessati dai meccanismi di feedback ope-
ranti nel modello *®, Formalmente la decomposizione si configura co-
me segue:

B r=g+cC, g*C=0

' Per i modelli ricorsivi:
y=r
. .. dine, & definito
1l prodotto di Hadamard di due matrici &:gi B’cg,iun(:is‘(’zls: x:tax:lilcci all'oggetto

come la matrice dei prodotti termine a termine :
(cfr. Faliva 1987, Cap. II, par. 11]). Simbolicamente:

AxB=(a;b;
Le matrici A e B si dicono ortogonali, ai sensi del prodotto Hadamard, qualora:
A«B=0
'® Per i modelli interdipendenti:

C=r
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Ai sensi della [8] il modello [7] pu essere riscritto nella forma:
9] y=gy+Cy+A4Az

e raffigurato come un sistema ad anello chiuso con doppio circuito dj
ritorno, come indicato dallo schema a blocchi sottostante.

t
[]  [14] ot
(5]

FiG. 3.

La matrice delle interdipendenze C e la matrice dei nessi causali
[J possono essere formalmente scritte '*:

1 L'espressione analitica di C, ai sensi della [10], si ottiene, con semplici passag-
gi, tenuto conto che:

a) alla presenza di feedback diretto fra due variabili # e 5 corrisponde la non-nulli-
ta simultanea della coppia di elementi y; e y;; della matrice I. Gli elementi della matri-

ce di reazione interessati sono conseguentemente quelli appartenenti all’insieme inter-
sezione:

Ts (.
b) L'esistenza di feedback indiretto fra due variabili i e j & configurabile come

una connessione bidirezionale fra i punti «i» ed «j» del grafo associato al modello di
cui una diretta (da «i» a «j» senza passaggi intermedi) ed una indiretta (da «j» & <
per il tramite di uno o pit altri punti). In termini algebrici cid equivale a postulare ls
non-nullitd simultanea dell'elemento di posto (7, ;) della matrice I" e dell’elemento di
posto (j, /) di una potenza (ad esponente intero positivo, maggiore di uno) della matr!:
ce stessa [cfr. Fiedler 1986, Cap. 4). Gli elementi della matrice di reazione interessati
sono pertanto quelli appartenenti alle intersezioni:

F«{M7),  r=2,3,.. L-1

Una volta ottenuta C si determin i i i . Per und
derivazione diretta di { nella forma: i 8 vengi ekl A1) s difichion

G= T U-DY « (U= [(PPY 5 .o (U = (1Y

si veda Faliva [1988), in cui ¢ altres) dimostrata la nilpotenza della matrice allo8'
getto.
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10) C=TI*{Z@7)
[11] I] =I'=-C=T=+ (U — {[?: (I‘b)r]y}b)

avendo indicato con L la dimensione delle matrici e con [ | i

i cui elementi hanno tutti valore unitario 2° on U la matrice
Sotto il profilo matematico-formale le matrici sopra definite

caratterizzate da alcune proprietd notevoli, che riflettono la <<r:§go

dellllla decomposizione proposta. I relativi enunciati possono cosi for)i

mularsi:

a) se ¢ indecomponibile C si identifica con I' e [ & identica-
mente nulla *';

. byse I'e dgc_ompom_bilg C ¢& cogrediente di una matrice quasi-
diagonale, in cui i blocchi diagonali sono sottomatrici indecomponibi-
li o nzlzﬂle, e [ & cogrediente di una matrice triangolare a diagonale
nulla *;

¢) se I' & cogrediente di una matrice triangolare (a diagonale nul-
la) C ¢ identicamente nulla e [ si identifica con I'?;

2 L2 matrice U svolge, rispetto al prodotto di Hadamard, il ruolo di matrice
identita. Per A arbitraria, delle stesse dimensioni di U, si verifica infatti la uguaglianza:

A+U=A

21 Egsendo nel caso in esame I® non-negativa indecomponibile, in forza di un
noto teorema [cfr. Fiedler 1986, Cap. 4] si ha:

I+ {5y =U.

La verifica dell’enunciato & quindi immcdiat:ll in base alle relazioni definitorie [10]
¢ [11], tenuto altresi conto che I" ha diagonale nulla. ' ' , )

2 La matrice T, in quanto decomponibile, & cogrediente di 'unsa. matrice qt::stle
triangolare inferiore con blocchi diagonali indecompomblh 0 npllx: unlmctncam e
I’ — e di riflesso (I"*)’ - risulta cogrediente di una matrice quas"“"c‘l’lg° o ?“pi" :
con le stesse caratteristiche. La stessa struttura :lar_mo le potenze della matrice (77,
per una nota proprieta delle matrici quasi-triangolarl. . m il

Alla ]uce di queste premesse, appﬁcando a'l]c YCIQZ!ON )ficﬁm[one [10] € [ 1]
seguente risultato di algebra lineare (di agevole dimostrazione):

[l] ]-(A.B).]’=UA]))*UB]1)

T i itraria), la
relativo alle trasformazioni cogredienti (con ] m"g‘cccg:“g efn:::z:)l;;:;b:o:ccmc i
validita dell'enunciato é facilmente provata, tenenco i ota 2L,

blmcz};i diagonali indecomponibili - delle considerazior T una matrice triangol?re
di riflesso - la matrice

Nel caso in esame (I?)’ risulta essere cog“dr:;re“ee {:
oo § & (0 ontle e col pus £ 8 p::eprodotto di Hadamard - in base

somma § = {[3 ", trice C, in quanto P, ioferi diago-
s [10] - di{ El,i;; (n{:zgc}e (I%acg;e diente di una matrice triangolare inferiore a diag
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d) T e C sono cospettrali *;

e) [ ¢ nilpotente ®. ' . .

La decomposizione proposta riveste, sotto il prof_xlo. interpretativo,
uno specifico interesse per la possibilita che offre di distinguere, nel.
P’ambito delle variabili esplicative delle diverse equazioni, quali endo.

nale nulla e di una matrice (5) cogrediente di una matdce triangolare superiore 3
diagonale nulla, risulta pertanto — ai sensi della [] di nota 22 - cogrediente di una
matrice nulla (e quindi nulla essa stessa). Come corollario si verifica la coincidenza fra

el
¥ 24 Dye matrici si dicono cospettrali se hanno gli stessi autovalori (ovvero se han.
no la stessa equazione caratteristica). L'asserita cospertralita di I' e C ¢ di immediata
evidenza se I" & indecomponibile (cfr. enunciato'a) o se I' ¢ cogrediente di una matrice
triangolare a diagonale nulla (cfr. enunciato ¢). Nel caso di generica decomponibilita di
T (cfr. enunciato 4) per quanto osservato in nota 22 le matrici I'" e C sono cogredienti,
rispettivamente, di una matrice quasi-triangolare e di una matrice quasi-diagonale, con
identici blocchi diagonali. Per un noto teorema di algebra lineare, gli autovalori di una
matrice quasi-triangolare (in particolare di una matrice quasi-diagonale) coincidono
con gli autovalori delle sottomatrici quadrate che costituiscono i blocchi diagonali. Ne
conscgue, tenuto altresl conto che le trasformazioni cogredienti preservano gli autova-
lori, la cospettralita di I' e C nel caso di decomponibilita della matrice di reazione.

% Essendo 4 a diagonale nulla la nilpotenza risulta essere una proprieta topologi-
ca della matrice (cfr. nota 11) e quindi riferibile altresi a . La nilpotenza di g pud
fmrc %imostrata in base al verificarsi delle L uguaglianze [cfr. Gantmacher 1959, vol.

, p- 87].

[ o@r=0, k=12..,L

Per k = 11a [4] & vera per costruzione. Per k > 1 si pud procedere come qui di
seguito indicato.

Ricorrendo a proprieta elementari delle matrici binarie e del prodotto di Hada-
mard [cfr. Faliva 1987, Cap. II, par. 11, e 1988] si constata agevolmente che:

(S =uwd,  b=12.,1-1
e quindi altresi che (cfr. relazione definitoria [11] e nota 20):
PP =0
e pertanto - a fortiori — che:
@ elgr=0

La [i#] equivale, per una relazi : i Hadamard
(cr. Fliva 19875, Cap I, par. lﬁz,l::ne notevole fra traccia e prodotto di

tr (qb)bi'l =0

che coincide con la [1] sopra.

La cospettralita fra I* ¢ C (cfr. enunciato d) sopra) pud venir provata cof

procedimento analogo a quello qui illust indi alternativo ri a dimo-
: : rato (e quind tivo rispetto
strazione datane in nota 24), (€ quindi akterne ¥
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gene correnti siano correttamente interpretabili alla stregua di
della variabile al primo membro, intesa come effetto eg uali o Te
prime essendo riconoscibili da coefficienti non nulli ,dellg m; t: e 7
e seconde da coefficienti non nulli della matrice C. e
Le equazioni a cui sono associate righe di elementi nulli della
matrice C ammettono, di conseguenza, una interpretazione in termini_
puramente causali?®® e I'insieme di dette equazioni configura la pre-
senza di subsistemi ricorsivi all'interno del modello 2’ P
Le rimanenti equazioni - associate a righe non nulle di C - corri-
spondono per converso ai subsistemi interdipendenti del modello.
Concludiamo facendo rilevare come, sul piano operativo, le consi-
derazioni che precedono abbiano interessanti riflessi ai fini della valu-
tazione della validita — sotto il profilo logico/teorico — della specifica-
zione adottata, in termini di scelte delle procedure di stima piu op-
portune e con riguardo al corretto utilizzo del modello in ambito
decisionale.

% | espressione di una generica equazione del modello pud essere formalmente
ottenuta premoltiplicando ambo i membri della (9] per I'appropriato vettore elementa-
re. Formalmente I'equazione k-esima (k = 1,2, ..., L) & data da:

@ ehy=cigy+eiCy+eiAz

¢ essendo il k-esimo vettore elementare.

Qualora sia:
G-+ =20
la (1) si specializza in:
ehy=ep Az
i identifica con la forma ridotta.

€ ciod in una equazione la cui forma strutturale s
Qualora sia: -

eiC=0
la (1] si specializza in:
eiy=eiqy+eifz

ione causale. )
=t el modello aventi struttura causale

¢ rc%‘-,"mne ¢ interpretabile come una rel
do il vettore

L'esistenza di un sottoinsieme di relazioni d
i i nulli u essen
¢ riconducibile alla presenza di elementi nulli nel vettore Cu,

somma,
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